Réwnania Eulera rzedu drugiego

Definicja 1. Réwnanie rézniczkowe postaci
2.

ax’y" +bxy' +¢cy=0, (D
gdzie a, b,c s3 danymi liczbami rzeczywistymi, przy czym a=0,
nazywamy réwnaniem rozniczkowym Eulera rzedu drugiego.

Rozwigzania réwnania Eulera na przedziale X = (0, 4+ oc0) szukamy w
postaci

y=x", 2)
gdzie A jest nieznang liczbg rzeczywista lub zespolona. Obliczajac
pierwszg i druga pochodna funkcji (2) mamy

y/ —\ fol ,

y'=AA—Dx* 2.

Podstawiajgc te funkcje do réwnania (1) otrzymamy réwnanie
a O\ =D’ bt +ext =0.
Dzielac przez funkcje x* otrzymamy réwnanie charakterystyczne dla
rOéwnania (1) postaci
aX +(b—a))+c=0. 3)

W zalezno$ci od wartosci wyrdznika

A=(b—a) —4ac
otrzymamy trzy typy pierwiastkéw )\ i A, réwnania kwadratowego (3),
a wigc mamy trzy przypadki:
Przypadek 1. Wyréznik A >0. Wtedy mamy dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste

A=A,

Zatem funkcje

G)=x", ¢, (x)=x"
sg rozwigzaniami réwnania (1). Poniewaz wronskian dla powyzszych
rozwigzan

Al A

=\, =AM =0

o )\le, -1 )\ZxAz—l
dla kazdego x¢€ (0, +o00), wigc funkcje ¢, (x), ¢,(x) stanowia ukiad
fundamentalny tego réwnania i rozwigzanie ogdélne réwnania (1) ma postac

y= Cle' + Cz)cAZ ,
gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Przyklad 1. Rozwigzaé réwnanie

¥’y —4xy' +6y=0.

Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne dla danego réwnania Eulera
ma postaé

AN =50+6=0.
Zatem A =1 i mamy dwa pierwiastki



A=2, \=3.
Tak wiec szukane rozwigzanie ogdlne danego réwnania ma postaé
y=Cx’ +Cyx’,

gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Przypadek 2. Wyréznik A=0. Wtedy mamy jeden dwukrotny
pierwiastek rzeczywisty

A=) =)

1 2
Zatem funkcja
@, (x) = x"
jest rozwigzaniem réwnania (1). Latwo mozna sprawdzi¢, ze funkcja
0, (x) = nx
rowniez bedzie rozwigzaniem réwnania (1). Ponadto wronskian danych

funkcji spetnia dla kazdego x € (0, + co) warunek

x X nx
W(X) = A1 A—1
AX Ax7  Inx+x

il = =0,
To oznacza, ze podane funkcje ¢, (x), ¢,(x) tworza uktad fundamentalny.
Zatem rozwigzanie og6lne réwnania (1) w tym przypadku ma postaé
y=Cx'+C,x"Inx,
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Przyklad 2. Rozwigzac¢ rownanie
x’y" +3xy' +y=0.
Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne dla danego réwnania Eulera
ma postaé
N +20+1=0.
Zatem A =0 i mamy

Tak wiec funkcja
y=x" (C1 +C, lnx)
jest rozwigzaniem ogdélnym danego réwnania.
Przypadek 3. Wyr6znik A <0. Wtedy pierwiastki A\, i A, sa liczbami
zespolonymi sprz¢zonymi:
AN=a+if, \=a—-if, [=0.
Podstawiajac A, i A, do wzoru (2) otrzymamy rozwigzania zespolone
rOéwnania (1) postaci
yl — xa+is3’ y2 — xafiﬂ )
Na podstawie wzoru Eulera funkcj¢ y, mozemy przepisa¢ w postaci
y=x" = x0%" = x* e = x" (cos(BIn x) +isin(BInx)).
Niech
¢, (x) = x" cos(B1n x), ¥, (x)=x"sin(SInx).
Podobnie jak w przypadku réwnania liniowego jednorodnego
o wspoétczynnikach statych funkcje ¢,(x) i ¢,(x) sa rozwigzaniami
réwnania Eulera (1). Poniewaz



@ (x)=x"" (ccos(BInx)— Bsin(BInx)),

@, (x)=x""(asin(BIn x)+ Beos(BInx)),

wiec latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego x € (0, +o0) wronskian danych
funkcji spetnia warunek

p(x) @, (%) .-
= =[x =0.

P/ () @ ()
To oznacza, ze funkcje ¢,(x), @,(x) stanowia uktad fundamentalny
i rozwigzanie ogdlne réwnania (1) ma postaé
y=x"(C, cos(Blnx)+C,sin(fInx)),

gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Przyklad 3. Rozwigzaé réwnanie

Xy +xy' +4y=0.
Rozwiazanie. Rownanie charakterystyczne dla danego réwnania Eulera
ma postac

AN +4=0.

Zatem A= —16 i mamy

A=20, A\ =-2.
Stad =0, B=2.Tak wiec funkcja

y=C, cos(2Inx)+ C, sin(2Inx),

gdzie C, i C, s3 dowolnymi statymi rzeczywistymi, jest rozwigzaniem
0g6lnym danego réwnania.

Rozwigzanie ogélne réwnania ré6zniczkowego Eulera (1) réwniez mozna
znalez¢ stosujac podstawienie

x=¢ 4)
gdy x€(0,400). Za pomocg podstawienia (4) réwnanie Eulera
sprowadza si¢ do réwnania rézniczkowego liniowego o wspoétczynnikach
staltych. Poniewaz po wprowadzeniu nowej zmiennej niewiadoma funkcja
y(x) jest funkcja ztozong, wigc rézniczkujac wzgledem ¢ otrzymamy

& _dy,
dr dx
Stad
ﬂ — Qeft .
dx dt
Zatem
d2y :d_2yez ez_{_ﬂet :e2rﬂ+ﬂeﬂer
dr? dx* dx dx*  dt
Stad

d’y L [d’y dy
—— = - 2
dx® dr*  dr

Podstawiajagc otrzymane pochodne oraz (4) do réwnania Eulera (1)
dostajemy réwnanie rézniczkowe liniowe o wspdiczynnikach statych
postaci



d’y dy
a—+b—a)—+cy=0. 5
i ( )dt y )

Zaznaczmy, ze jezeli x € (—oo, 0), to stosujemy podstawienie postaci
x=—c¢€".
Zauwazmy rowniez, ze za pomoca podstawienia (4) rozwiazujemy
niejednorodne rownanie Eulera, tzn. rOwnanie postaci
2./

ax’y" +bxy’ +cy = f(x).
Przyklad 4. Rozwiazaé niejednorodne réwnanie Eulera
Xy +xy'+4y=10x, x€(0, +00). (6)
Rozwiazanie. Mamy tu
a=1, b=1, f(x)=10x.

Stosujac podstawienie (4) sprowadzamy dane rdwnanie do postaci (5):

+4y=10¢". (7)

Réwnanie (7) jest réwnaniem liniowym niejednorodnym rzedu drugiego
o wspotczynnikach statych. Zatem réwnanie charakterystyczne dla
powyzszego rownania ma postac
AN +4=0.
Stad mamy pierwiastki zespolone
A=2i, A\=-2i.
Wtedy a=0, (F=2. Tak wigc rozwigzanie ogélne réwnania
jednorodnego
d’y
dt’

+4y=0

dane jest funkcja
y=C, cos2t+C,sin2t,
gdzie C, i C, sa dowolnymi staltymi rzeczywistymi. Rozwigzania
szczegblnego réwnania (7) szukamy w postaci prawej strony réwnania,
mianowicie
P(x)=Ae'.
Poniewaz
P'(x0) =9"(x) = Y(x) = Ae,
wiec podstawiajac do rownania niejednorodnego mamy
5A¢" =10¢".
Stad
A=2.
Zatem rozwigzanie og6lne réwnania (7) ma postaé
y=C, cos2t+C,sin2t +2e'.
Poniewaz
t=Inx,

wigc powracajac do zmiennej x otrzymamy szukane rozwigzanie ogélne
rOéwnania (6) postaci

y=C,cos(2lnx) + C, sin(2In x) + 2x,



gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ podane réwnania r6zniczkowe Eulera:
2.1

*y'+xy' —y=0;
xzy//_xy/_3y:();
2y =3xy'+4y=0;
2’y =3xy'+5y=0;
22y +3xy’ +10y=0;
2x°y" —=3xy' +2y=0;
y ) —y =2
xzy//_xy/+y:8x3;

A S

. 2y =3xy 45y =3x%;
10. x*y" —6y=>5x" +8x%;
11. x’y” —2xy=6Inx;

12. x*y" =2y =sin(Inx).
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